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Introduction 

En 2001, B. Malgrange a propose dans Le groupoi'de de Galois d’un feuilletage ([Ma4]) 
une maniere de generaliser le groupe de Galois differentiel, defini pour une equation dif- 
ferentielle lineaire, aux feuilletages singuliers. Deux changements importants par rapport 
aux theories precedentes apparaissent. Premierement, on perd la structure de groupe al- 
gebrique remplacee par celle de P-groupo'ide de Lie. Deuxiemement, alors que le groupe 
de Galois agissait sur les variables dependantes (les inconnues des equations differen- 
tielles), le groupo'ide de Galois agit sur I’ensemble des variables dependantes et indepen- 
dantes (I’espace portant le feuilletage donne par les equations differentielles). 

Le groupo'ide de Galois est defini par le systeme maximal d’equations aux derivees par- 
tielles qui verifie les conditions suivantes : 

- Les fiots des champs de vecteurs tangents an feuilletage sont des solutions de ce 
systeme. 

- Les inclusions de la definition 1.2 sont verifiees. Ges dernieres signifient que I’identite 
est solution du systeme, que la composee de deux solutions est une solution et que 
I’inverse d’une solution est encore une solution. 

D’apres [Ma4], un systeme d’equations verifiant ce dernier point est appele "D-groupo'ide 
de Lie. 

Des definitions analogues bien qu’imprecises ont ete esquissees par J. Drach [Drl] 
et E. Vessiot [Vesl], [Ves2]. Elies etaient basees sur la notion de systemes automorphes 
d’integrales premieres du feuilletage. Les preuves de I’existence de tels systemes semblent, 
malheureusement, incompletes. En basant sa definition sur les proprietes dynamiques du 
feuilletage, sans aucune reference aux integrates premieres, et en utilisant son theoreme 
d’involutivite generique [Ma2], B. Malgrange contourne les problemes de definition et 
resoud les problemes d’existence. 
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Dans cet article, nous etudierons le groupoide de Galois d’un germe de feuilletage de 
codimension un. Nous rappellerons dans une premiere partie les definitions locales de 
P-groupoide de Lie [Ma4] et les resultats relatifs aux "D-groupoide de Lie au-dessus d’un 
disque de C ([Cas2], [Ma3]). Ces derniers nous permettrons, dans une deuxieme partie, de 
preciser la nature du systeme d’equations aux derivees partielles definissant le groupoide 
de Galois du feuilletage et de caracteriser sa taille par un nombre : le rang transverse du 
groupoide de Galois du feuilletage. Ge nombre appartient a {0,1, 2, 3, cx)}. 

Dans la troisieme partie, nous montrerons les liens entre le groupoide de Galois et I’exis- 
tence de structures transverses. Nous discuterons suivant le rang transverse du groupoide 
de Galois I’existence de structures meromorphes transverses euclidienne (rang transverse 
egale a un), affine (rang transverse egale a deux) on projective (rang transverse egale a 
trois). Nous enoncerons le resultat en terme de suites de Godbillon-Vey meromorphes 
pour le feuilletage, associees aux structures transverses. Le theoreme 3.2 donne I’egal- 
ite du rang transverse du groupoide de Galois avec la longueur minimale des suites de 
Godbillon-Vey meromorphes du feuilletage dans le cas des suites de longueur 1, 2 ou 3. 
Ges resultats out ete annonces dans [Ma5] ou B. Malgrange prouve une des deux inegal- 
ites d’une maniere plus geometrique mais essentiellement analogue a la notre. La preuve 
que nous donnons de I’autre inegalite semble etre differente de celle de B. Malgrange. 

Dans [Gas2] nous caracterisons les germes de diffeomorphismes de (C, 0) solutions d’un 
D-groupoide de Lie au-dessus de (C,0). Les germes de feuilletages de (C^,0) a singu- 
larites reduites etant completement decrit par leurs holonomies, nous etudierons plus 
pariculierement ces feuilletage dans la quatrieme partie. Nous expliquerons comment les 
resultats de la partie precedente completes par ceux de [Cas2] redonne la caracterisa- 
tion en terme d’invariants analytiques des germes de feuilletages de (C^, 0) a singular- 
ites reduites admettant une structure transverse meromorphe affine ou projective. Nous 
retrouvons ainsi de maniere “galoisienne” les resultats de M. Berthier et F. Touzet [B-T] 
et ceux de F. Touzet [Tou2]. 

Dans la cinquieme partie, nous discuterons des differents types de transcendance d’in- 
tegrales premieres (definition 4.1) du feuilletage caracterises par le groupoide de Galois 
(theoreme 4.2). Suivant le rang transverse du groupoide de Galois, le feuilletage admet 
une integrate premiere de type meromorphe, Darboux, Liouville ou Riccati. Dans le cas 
d’un feuilletage dont le groupoide de Galois est de rang transverse deux ou trois, le 
resultat provient essentiellement d’un theoreme de M. Singer [Si] et de sa version pro¬ 
jective [Casl] via le theoreme 3.2. Pour les feuilletages de groupoide de Galois de rang 
transverse un, la demonstration consiste a prouver une version adaptee du theoreme de 
Singer. Le cas des feuilletages de groupoide de Galois de rang transverse nul se traite d’un 
maniere differente, nous construirons un quotient de I’espace des feuilles naturellement 
muni d’une structure de courbe analytique. 

Dans la derniere partie, nous decrirons quelques-unes des relations entre le groupoide 
de Galois d’un feuilletage et la notion d’extension fortement normale de E. R. Kolchin 
([Ko]). Les integrates premieres construites dans la partie precedente sont naturellement 
des elements d’une extension fortement normale du corps des fonctions meromorphes. 
Nous prouvons ensuite la reciproque : si il existe une integrate premiere du feuilletage 
dans une extension fortement normale du corps des fonctions meromorphes, le groupoide 
de Galois est de rang transverse fini (theoreme 6.4). 



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 


3 


1. Definitions et rappels 


Dans [Ma4] B. Malgrange definit la notion de P-groupo'ide de Lie et montre plusieurs 
proprietes de ces objets. Nous commengons par rappeler les definitions relatives aux D- 
groupo'ides de Lie au-dessus d’un polydisque A de C”. 

L’espace des jets d’ordre k d’applications inversibles de A dans A sera note Le 

choix d’une coordonnee x sur A permet de faire I’identification : 

Jl{A) = A X A X GL„(C) X 

2<|a|<A: 


avec les coordonnees naturelles (xj, i/j, i/“). Le multi-indice a appartient a N” et on note 
I a I la somme de ses composantes. Nous noterons le multi-indice dont la seule coor¬ 
donnee non nulle est la j-ieme et est egale a 1. On munit I’espace A x A du faisceau 
d’anneaux 

0 .;( A ) = 0 axa |!/“.;^^1 

qui s’identifie a I’anneau des equations aux derivees partielles, polynomiales en les derivees, 
d’ordre inferieur on egal a k ayant n variables independantes et n variables dependantes. 
Etant donne un jet d’application y{x) de A dans A, nous regrouperons les derivees 
suivant leurs ordres |q;|. Nous noterons y' la jacobienne de y par rapport a x, y" la hessi- 
enne (qui est element de S'^C” ® C”) de y par rapport a x, y”' element de 0 C” la 
forme trilineaire des derivees troisiemes ... 

Les espaces Jl{A) sont de plus munis d’une structure de groupo'ide par la donnee 

- de la projection source s : Jl{A) A definie par s{x, y,...) = x, 

- de la projection but t : Jl{A) —> A definie par t{x, y,...) = y, 

- d’une composition c : Jfc(A) Xa Jk{A) —> Jl{A) definie sur les couples de jets {h,g) 
tels que t{h) = s{g) par 


ciix,y,y',y''{y, z, z', z",...)) 


{x,z,z'y',z''{y',y') +z'y'',...), 


- d’une identite, la sous-variete definie par les equations Xi = yi et yl^ = 51 pour 
0 < q j < R et = 0 pour |q;| > 2, donnee par le plongement e : A — Jl{A) par 
e{x) = (x, x, id, 0,..., 0), 

- d’une inversion i : Jl{A) —Jfc(A) qui a un jet {x,y,y',y '',...) fait correspondre le 
jet 

iy,x, iyr\-iyrviiyr\iyr'):---): 

On a de plus n derivations Di : ^ qui correspondent aux derivations 

partielles de fonctions composees. Etant donnee une equation E : 


n F-— ST — 

* d'T’.- Qy' 


a 




Toutes ces fieches sont compatibles an projections naturelles J^_,_^(A) — Jl{A) ce qui 
permet de les definir sur I’espace A x A muni de I’anneau C>j*(a) = lim C1 j*(a). Les 

definitions suivantes sont issues de [Ma4]. 


Definition 1.1. Un groupoide d’ordre k sur A est donne par un ideal (= faisceau 
d’ideaux) coherent de Oj*(^a) tel que : 

(1) Xk C Ker { e *), 
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(2) i*Xk C Xk , 

(3) c*Xk C Xk ®Oa 1 + 1 ®c>A (lo, somme etant prise comme somme d’ideaux). 

Cette definition est natnrelle mais en pratiqne trop restrictive ponr la definition de 
groupoi'de de Galois telle qu’elle est donnee dans la suite. II faut alors utiliser la def¬ 
inition plus souple suivante. 

Definition 1.2. Un V-groupoi'de de Lie sur A est donne par un ideal reduitX de Oj*(^a) 
tel que 

- tons les ideaux = X fl Oj*(^j\) sont coherents, 

- X soil stable par derivation, 

- pour tout ouvert relativement eompaet U C A il existe un entier k et un ensemble 
analytique ferme Z dans U tels que pour tout I > k, X^ = X(\u verifie 

(i) les inclusions (1) et (2) de la definition 1.1, 

(a) Vinclusion (3) de la definition 1.1 sur tout voisinage de {x,y,z) E {U — Z) x 
[U -Z)x {U-Z). 

Dans cet article nous ne nous interesserons qu’aux X-groupoides de Lie au-dessus d’un 
polydisque de taille arbitrairement petite. En nous plagant directement sur un polydisque 
plus petit que celui de definition, les points (i) et (ii) seront verifies sur tout le polydisque. 

Une solution de X en p G A est un morphisme u de Oj*{is.)lX dans au-dessus de 
la restriction C>a —^ C>A,p, tel que u{DiE) = -^u{E). En regardant / = u{y), on obtient 
un germe / : (A,p) —(A,g) satisfaisant les equations differentielles de I’ideal X. On 
definit de meme les solutions formelles comme morphismes dans Oa,^- Reciproquement, 
un germe d’application inversible /, solution des equations differentielles engendrant X 
definit un morphisme u par u{y) = f. Nous identifierons souvent, par abus de langage, 
un X-groupoide de Lie avec ses solutions formelles. En particulier nous dirons qu’un X- 
groupoide de Lie d’ideal X est inclus dans un second d’ideal JT” si I’ideal X contient I’ideal 
JT et qu’un X-groupoide de Lie contient un diffeomorphisme si ce dernier est solution 
des equations de X. 

Donnons quelques exemples de X-groupoides de Lie : 

Exemple 1.3. Le groupoi'de d’invariance d’une fonction meromorphe ^ est un V-groupoi'de 
de Lie dont I’ideal est differentiablement engendre par 

Q{x)P{y)-Q{y)P{x). 

Les proprietes (1) et (2) d’un V-groupoi'de de Lie sont evidentes. La propriety (3) est 
vraie en dehors du lieu d’indetermination de En effet, les egalites 

Q{z)[Q{x)P{y) - Q{y)P{x)] 

= Q{y)[Q{x)P{z) - Q{z)P{x)] - Q{x)[Q{z)P{y) - Q{y)P{z)] 


et 

P{z)[Q{x)P{y)-Q{y)P{x)] 

= Piy)[Qix)Piz) - Qiz)P{x)] - Pix)[Qiz)Piy) - Qiy)Piz)] 
donnent Vinclusion voulue tant que P{z) ^ 0 ou Q{z) ^ 0. 
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Exemple 1.4. Le groupoi'de d’invariance d’un champ meromorphe de tenseurs, T, est 
un V-groupoi'de de Lie dont I’ideal est differentiablement engendre par les composantes 
de T*T — T. Les proprietes (1), (2) et (3) proviennent de Vegalite 


r;r*T 


T 


r;(r*T-T) - (r;T-T) 


L’ensemble Z est alors inclus dans le lieu des poles du champ T. 


Exemple 1.5. Le groupoi'de d’invariance d’un champ d’hyperplan donne par une 1- 
forme u integrable (u A don = 0) est un V-groupoi'de de Lie. Son ideal est engendre par 
les composantes de r*a; Au ou encore, en coordonnees dans lesquelles u = '^Uidxi, par 
La troisieme inclusion est verihee en dehors du lieu d’annulation de u. 

Les autres exemples que I’on pourrait donner sent des generalisations de cenx-ci en con- 
siderant les gronpoides d’invariance (on d’isometries) de strnctnres geometriqnes d’ordre 
superieur a un : voir [Gr], [Dum], 


Etant donne un syteme d’equations aux derivees partielles d’ordre k : Ik, I’ideal pr^Ik 
des equations d’ordre k -\- q obtenues par derivations de Ik pent contenir des equations 
d’ordre k n’appartenant pas a Ik. Ceci nous interdit de considerer les jets d’ordre k 
solutions de Ik comme des jets de solutions formelles. Les systemes differentiels ayant 
de bonnes proprietes d’integrabilite formelle {pr-qlk fl Oj*^^ = prglk) sont les systemes 
involutifs. Les theoremes d’involutivite generique de Cartan-Kuranishi et de B. Mal- 
grange nous assurent que n’importe quel systeme differentiel est equivalent a un systeme 
involutif en dehors d’une hypersurface de conditions initiates. 

Soit Ik un systeme d’equations d’ordre k tel que si E G fl Ojj._i(a) alors DiE G Ik- 
On note Sk la variete analytique definie par Ik d’anneau Os^, = Oj^jlk et pour E dans 
Oj^, on note 5E le symbole de E, c’est-a-dire sa differentielle modulo les dxi et les dy'^ 
pour \a\ < k — 1. Soient Ei,... Ep un syteme d’equations qui engendre localement Ik. 
Le premier prolongement de I’ideal est engendre par les E^ et les DiEg. Pour trouver un 
zero de prilk dans au-dessus d’un zero de Ik dans Jl{A), il faut resoudre un 

systeme d’equations 


E 


dE 

dpj 


y 


a+ci 


E 

j,\ci\<k 


dE 


dy 




a+ei 


De meme, pour que pr 2 lk ait des zeros au-dessus de ceux de pr^Ik, il faut resoudre des 
equations de la forme 


E 


dE 

dyf 


yj 


= 


La nature des prolongements successifs de Ik est done controlee par les symboles. 

On note I’anneau des polynomes en .^i,... a coefficients dans un anneau A et 
I’espace des polynomes homogenes de degre k. 


Definition 1.6. Apres la substitution de 5y^ par(°‘6yj, 

- on appelle symbole d’ordre k delk le Os^-module Nk engendre dans 

®j^Sk[^]kdyj = classes modulo Ik des 6f; 

- on appelle symbole de Ik le Os^-module gradue N engendre par 

Nk dans 

- on appelle module caracteristique de Ik, le module gradue quotient 

Mk = OsAiT/N. 
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Dans la definition des systemes differentiels ayant de bonnes proprietes de prolonge- 
ment, les symboles interviendront par I’intermediaire des evaluations ponctuelles du mod¬ 
ule caracteristique sur Sk- On demandera a ces derniers d’etre involutifs. 

Definition 1.7. Soit M un €\^]-module gradue. On dira que M est £-involutif si il existe 
une base {rji ,..., rjn) de C[.^]i verifiant pour tout q > i : 

Pour i = 1.. .n, la multiplication par rji 

Mq/ (r/1,..., ^ , rii_i)Mq 

est injeetive et Mg/{rji,, rjn)Mq^i = 0 
Definition 1.8. On dira qu’un systeme dijferentiel If est i-involutif si : 

(1) Sf est lisse, 

(2) Mi et Mi^i sont localement libres, 

(3) en tout point a de Si, M{a) est i-involutif, 

(4) pviSi —> Si est surjectif. 

Nous utiliserons les definitions precedentes uniquement a travers les trois theoremes 
suivants. Pour leurs demonstrations, nous renvoyons le lecteur a [Ma6]. 

Theoreme de Cartan-Kahler 1.9. SiXi est i-involutif alors pr{Ii est i + 1-involutif. 
Pour tout jet d’ordre i solution de Xi, il existe une solution convergente de Xi ayant ce 
jet d’ordre i. 

Theoreme d’involutivite generique 1.10 ([Ma6]). SoitX un ideal differential, reduit 
de Oj*(A) tel que les ideaux X^ soient eoherents. Quitte a diminuer le polydisque A, il 
existe un entier i et un sous-ensemble analytique ferme de eodimension un Zi C Si 
verifiant : 

(1) en dehors de Zi, X est i-involutif, 

(2) pour tout entier q, en dehors de Zi, est le prolongement d’ordre q de Xi et il 
n’y a aucune composante de X^+g au-dessus de Zi. 

B. Malgrange montre parallelement une version analytique du theoreme de Ritt- 
Radenbush. 

Theoreme 1.11. Soit X un ideal differential reduit de Oj*[a)- Quitte a reduire A, il 
existe un entier i tel que I’idealX soit I’ideal reduit dijferentiablement engendre parXi. 

Une premiere consequence de ces theoremes est le theoreme suivant. 

Theoreme 1.12 ([Ma4]). Soit X^. un systeme differential d’ordre k. On note X I’ideal 
differential qu’il engendre et I’ideal reduit de X. Supposons que X^ soit inclus dans 
kere*, soit stable par i* et qu’il existe un ensemble analytique ferme Z de A tel que X^ 
definisse un groupoide d’ordre k en dehors de Z. Alors 

(1) X'’®'’* est I’ideal d’un V-groupoide de Lie, 

(2) il existe un ensemble analytique ferme Z' de A tel que en dehors de Z', X = X'’®'’*. 
Le theoreme de “noetherianite” 1.11 permet de montrer : 

Theoreme 1.13 ([Ma4]). Soient X°‘ des ideaux de V-groupoi'des de Lie. L’ideal reduit 
engendre par la somme des X" est eneore I’ideal d’un V-groupoide de Lie. 
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Introduisons maintenant la notion de "D-algebre de Lie, i.e la partie infinitesimal des 
P-groupoi'de de Lie. Commengons par definir le crochet de Spencer sur les section de 
I’espace des jets d’ordre k de champs de vecteurs Jfc(A —TA) en suivant la construction 
diagonale [K-S]. 

Soit Rk le fibre sur A des jets d’ordre k d’applications inversibles de A dans (C”, 0). On 
a I’application suivante 

X : Rk X Rk ^ '^fc(A) 

definie par {(p 2 ,^ 2 ) ^ (pi o C’est le quotient de Rk x Rk sous I’action du groupe 
algebrique des jets d’ordre k de biholomorphisme de (C"^, 0) : 

GL<,‘'=j;((C”,0)^(C”,0)) 

par composition aux buts sur les deux facteurs. Cette application induit une application 
du tangent vertical le long de la diagonale T{Rk x Rk)/R^Uiag sur le tangent vertical le 
long de I’identite T(J^(A))/A|id qui permet d’identifier les champs de vecteurs tangent 
a Jfc(A) le long de I’identite et verticaux aux champs de vecteurs tangents a Rk x Rk le 
long de la diagonale, verticaux et invariant sous Taction de GLn ■ On identifie ensuite 
le tangent vertical de Jfc(A) le long de Tidentite a Tespace des jets d’ordre k de champs 
de vecteurs Jfc(A —TA) de la maniere suivante. A un jet d’ordre k de champ vertical 
en a, ^ on fait correspondre le jet — a)“^. 

Definition 1.14. Grace aux construction ci-dessus, on peut identifier les sections de 
I’espace des jets Jfc(A —TA) aux champs de vecteurs sur Rk invariant sous I’action 
de GLn'^. Ceci definit un crochet [ , ] sur les sections de Jk{^ —TA) en ramenant 
le crochet de Lie. C’est le crochet de Spencer. Ce crochet verifie = [A, 

pour les couples de champs de vecteurs sur A oil (k) designe la section donnee par le jet 
d’ordre k d’un champ. 

Definition 1.15. La V-algebre de Lie d’un V-groupoide de Lie d’idealX est le linearise 
du V-groupoi'de le long de I’identite. File est donnee par I’ideal lineaire et dijferentiel 
T(X) de Oj*(^a^ta) engendre par les equations 

^ ^ \ 
—{x,x,id,0,...,0)ai+ V — (x, x, id, 0,..., 0)a“ 

pour E appurtenant a 2k ■ Les Ui sont les coordonnees sur les fibres de TA induites par 
le choix de coordonnees Xi sur A. 

Une solution de T(X) est un morphisme de Oj»(^A->TA)/ki(2) dans commutant 
aux derivations. Le choix de la coordonnee x sur A identifie p aux germes de champs 
de vecteurs en p. Soient {ai{x))i<i<n les images des (aj)i<j<„ sous ce morphisme : le 
champ appele champ solution de T(X). 

Proposition 1.16 ([Ma4]). Soit 2 I’ideal d’un T>-groupoide de Lie. Pour tout entier i, 
le crochet de Spencer de deux sections solutions de C(2)i = C(2) fl Clj*(A^rA) ^.st une 
section solution. 

Definitions 1.17. 

(1) Une V-algebre de Lie est donnee par un ideal lineaire dijferentiel C de Oj*(^a->ta) 
tel que pour tout i, les sections du fibre vectoriel defini par le lieu d’annulation 
de 2i dans Jj{A TA) soient stables par crochet de Spencer. 
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(2) Nous dirons qu’une V-algebre de Lie est de rang r lorsque le C-espace vectoriel 
des champs solutions formelles en un point generique est de dimension r. 

(3) Une V-algebre de Lie sera dite integrable si elle est la V-algebre d’un V-groupoi'de 
de Lie. 

(4) Un V-groupoi'de de Lie sera dit transitif lorsque les champs solutions de sa V- 
algebre de Lie evalues en un point generique x engendrent TxA (ou, de maniere 
equivalente, lorsque son ideal ne contient pas d’equation d’ordre zero). 

La classification et I’etude des "D-groupoides de Lie an dessus d’un germe de disque de 
C est faite dans [Cas2] a partir des notes de B. Malgrange [Ma3]. Nous en rappelons les 
resultats principaux ci-dessous. 

Proposition 1.18. Soil A un germe de disque de C. II y a exaetement einq types de 
V-algebres de Lie sur A, eorrespondant aux equations suivantes : 


- rang 0 : a = 0 notee Aq 

- rang 1 : a' + jaa = Q " Ai {jj) 

- rang 2 : a" + /io' + ja'a = 0 " ^ 2 ( 4 ^) 

- rang 3 : a”' + va' + = 0 " A^{v) 

- rang 00 : equation nulle " A^o 

les eoeffieents p, et n etant meromorphes sur A. 


Theoreme 1.19. 

(1) L’equation v{y)y'‘^ + 2^, — 3 —i'(x) = 0 definit I’unique V-groupoi'de de Lie 

ayant pour V-algebre de Lie A^iyz) et sera note Dans ee eas, I’ensemble Z 

(ef la definition 1.2) est le lieu des poles de u. 

(2) L’equation p{y)y' + ^ — p{x) = 0 definit I’unique V-groupoi'de de Lie ayant pour 
V-algebre de Lie A 2 {p) et sera note G 2 {p). Dans ce cas, Z est le lieu des poles 
de p. 

(3) La V-algebre de Lie Afip) n’est integrable que lorsque p a un pole .simple de residu 
rationnel Les V-groupoi'des de Lie admettant Afip) comme V-algebre de Lie 
sont alors definis par les equations : 

iMv* - idx) = 0 avec MP = exp(A. j p.){x) 

oil k est un entier multiple de q. Us seront notes G^( 7 fc). Dans ce cas, Z est vide. 

(4) Les V-groupoi'des de Lie ayant une V-algebre de Lie de rang nul sont definis par 
une equation h{x) — h{y) = 0 avec h holomorphe sur A. Id Z est encore vide. 

Nous rappelons maintenant les resultats concernant les solutions / : (A,p) —(A,p) 
de ces "D-groupoides de Lie. 

Proposition 1.20. Soit un champ de vecteurs holomorphe sur un disque A. 

Le germe de diffeomorphisme f = exp{a{x)-^) est solution des V-groupoi'des de Lie 

suivants : 

- 

^ G2{u) p solution meromorphe de a" + pa' + p'a = 0 
- Qfiy) avec V solution meromorphe de a'" + va' + ^^a = 0 
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et seulement de ceux-ci. 

Exemple 1.21. Les V-groupoides de Lie d’ideaux non nuls eontenant le dijjeomorphisme 
exp(a;^^) sont Gi(— G 2 {—^ — ^) et — oil c est une eonstante d’integration. 

Le cas des germes de diffeomorphismes formellement linearisables est traite par I’enonce 
suivant. 

Theoreme 1.22 ([Ma3]). Un dijjeomorphisme f formellement linearisable est solution 
d’un V-groupoi'de de rang fini si et seulement si f est analytiquement linearisable. 

Dans ce cas / est solution d’un groupo'ide de rang 1 : Gi{^) on h est la linearisante 
analytique de /. 

Le cas d’un diffeomorphisme / parabolique, c’est-a-dire verifiant f'{0) = 1, necessite 
la mise en place des notations suivantes ([M-R2]). Nous noterons 

ak,\{x) = 2m ^ ^ et Xk,\ = 

Les germes de diffeomorphismes gk,\ = exp(Xfc a) sont les formes normales formelles 
des germes de diffeomorphismes paraboliques. Ils admettent pour integrales premieres 
Hk,\{x) = . Pour tout f{z) = z + cz’^^^ + ..., il existe un diffeomorphisme 

formel tangent a I’identite h qui conjugue / a gk,\. Un theoreme d’Ecalle, Voronin, 
Martinet-Ramis ([Ec],[Mal]) dit que h est k-sommable de somme (U*, hi) sur 2k secteurs 
Ui. On note inv{f) = {hjUi) fl hj+i o h~^) les invariants analytiques d’Ecalle 

et Voronin dehnis a automorphisme pres sur le disque du modele formel et s{f) = 
{Ui n Uj+i, o hi) leurs analogues sur A. 

Proposition 1.23. 

(1) Si f est solution d’un V-groupoi'de de Lie, s{f) est solution du meme V-groupoi'de 
de Lie. 

(2) Soit f de forme normale gk^\ et d’invariant analytique inv{f). Le dijjeomorphisme 
f est solution d’un V-groupoi'de de rang r si et seulement si il existe un V- 
groupoi'de de rang r admettant gk,\ et inv{f) eomme solutions. 

Le theoreme suivant donne la liste des germes de diffeomorphismes paraboliques so¬ 
lutions d’un P-groupoide de Lie de rang hni. Pour cela nous utiliserons les invariants 
“geometriques” {(pi^i+i) de Martinet-Ramis dehnis par (pi^i+i o {Hk,\ o hj+i) = Hk,\ o hi. Ils 
sont alternativement dehnis an voisinage de 0 et de I’inhni sur les spheres du chapelet 
decrivant I’espace des orbites de / ([M-R2]). 

Theoreme 1.24. 

(1) Un dijjeomorphisme tangent a I’identite est solution d’un V-groupoi'de de Lie 
de rang 3 si et seulement si il existe un entier positif p tel que ses invariants 

geometriques soient de la forme en 0 et ^ en oo. Suivant la 

terminologie de J. Eealle, de tels diffeomorphismes seront appeles binaires. 

(2) Un dijjeomorphisme tangent a I’identite est solution d’un V-groupoi'de de Lie de 

rang 2 si et seulement si il existe un entier p tel que ses invariants geometriques 
soient tons de la forme en 0 et r en oo ou bien tons de la forme r enO 

et T^jl ^ en oo. De tels dijfeomorphismes seront appeles unitaires. 
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Le cas des diffeomorphismes resonnants, f{x) 
en consider ant f°^. 


2i7r— I 

= e . 


se dednit de ce theoreme 


2. Le groupoide de Galois d’un feuilletage 


Soit JF un germe de feuilletage holomorphe singulier de codimension q defini par des 
formes uii,.. .Uq independantes sur le corps des fonctions meromorphes verifiant les con¬ 
ditions d’integrabilite de Frobenius dui A cui A . .. A = 0. 

Le groupoide d’holonomie d’un feuilletage est un objet transverse defini en dehors des 
singularites du feuilletage et il ne refiete pas completement la complexite des singular- 
ites. Le groupoide de Galois d’un feuilletage est la “cloture de Zariski” du groupoide 
d’holonomie an sens de la definition suivante : 


Definition 2.1 ([Ma4]). Soit un germe de feuilletage holomorphe singulier de (C",0). 
Son groupoide de Galois, Qal{J^), est le plus petit V-groupoide de Lie tel que les champs 
tangents d T soient solutions de sa V-algebre de Lie. 

L’existence de cet objet est une consequence direct du theoreme 1.11. Quelques unes 
de ses proprietes ont ete etablies dans [Ma4]. 

Remarque 2.2. Les equations Ui{X) = 0 definissant les champs tangents au feuilletage 
sont lineaires d’ordre zero. L’hypothese d’integrabilite de Frobenius se traduit par le fait 
qu’elles definissent un faisceau en sous-C-algebre de Lie deTA. L’ideal engendre par ces 
equations et toutes leurs derivees definit une V-algebre de Lie, [Ma4]. Dans la plupart 
des cas cette V-algebre de Lie n’est pas integrable. 

Le P-groupoide de Lie Aut^V^f) des automorphismes du feuilletage a pour solutions les 
germes de diffeomorphismes F verifiant T*uii A ci;i A ... A = 0 . II contient le groupoide 
de Galois du feuilletage. 

Definition 2.3. Un V-groupoide de Lie admissible pour T est un V-groupoide de Lie 
contenu dans Aut{Vuj) dont la V-algebre de Lie contient la V-algebre de Lie definie par 
le feuilletage. 

Un tel P-groupoide de Liecontient done le groupoide de Galois du feuilletage. Nous al- 
lons etudier I’expression locale des equations d’un P-groupoide de Lie admissible sur un 
ouvert de redressement U. Nous noterons t les coordonnees transverses et 2 ; les coordon- 
nees tangentes. Les "D-groupoides de Lie au-dessus de U sont donnes par des equations 
sur les differents espaces de jets 

j;{U) = U X U X GLn{C) X 

2<|«|<fc 

Nous noterons (t, z) les coordonnees sur le premier U, (T, Z) les memes coordonnees sur 
le second U et les coordonnees naturellement induites sur I’espace des 

jets. 


Lemme 2.4. 


(1) Soient V un feuilletage sur A et {U, (t,z)) un ouvert muni de coordonnees redres- 
santes oil t designe les coordonnees transverses et z les coordonnees tangentes. 
L’ideal d’un V-groupoide de Lie admissible pour T est engendre sur U par des 
equations 


dzi 


0 et Ei(t, T,.. 


g\a\rp 

Of 


) 
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oil les Ei sont les equations d’un V-groupoide de Lie au-dessus du polydisque 
transverse t{U). 

(2) Le rang du V-groupoide transverse ainsi obtenu est independant de la earte ehoisie. 
Definition 2.5. Ce rang est appele rang transverse du V-groupoide admissible. 


Preuve. - Soit X I’ideal d’un X-groupoide de Lie admissible. II s’obtient en comple- 
tant les equations de Aut{iF^) : = 0 par des equations supplementaires Xj(t, 2 :, T, Z ,...) 


OT. 

- = u par aes equations 
Tonte solntion T de X se factorise sons la forme o ^vec 


^trans 


{t,z) = {T{t),z) et = {t,Z{t,z)). 


Comme X definit un X-groupoide admissible, toutes les transformations de la forme 
sont solutions de X. Pour toute solution P de X, est aussi solution de X et 

verifie de plus les equations de I’ideal differentiel engendre par {Z — z). L’ideal differentiel 
X P {Z — z) decrit un X-groupoide de Lie et est engendre par des equations de la forme 

Q\a\rp 


dzi 


, {Zj-Zj), Ek{z,t:T,..., 




Les translations r(t, z) = (t,z a) sont solntions de X. La conjngaison par r laisse X 
invariant ainsi qne {Z — z). L’ideal engendre par les eqnations ci-dessns est done egal a 
I’ideal engendre differentiablement par 


dV 


, i^Zj ^j'): Ef^i^ZQj t, X, . . . , 


dZi' ’•••’ gf-\a\ 

Ceci permet de choisir des generateurs Ei independants de Considerons I’ideal J' = 
Ek{t, T,..., ... j. Comme J {Z — z) = X {Z — z) est I’ideal d’nn V- 

gronpoi'de de Lie, I’ideal engendre an-dessns dn disqne tranverse par les eqnations Ei(t, T,. 
definit nn X-gronpoi'de de Lie. Ponr nn entier i assez grand, nn jet d’ordre i de transfor¬ 
mation P = o est solntion de si et senlement si est solntion de X^. La 

partie tangente etant toujours solution de X^, X^ et ont memes solutions parmi 
les jets d’ordre i. Comme ce sont des ideaux reduits, ils sont egaux. Les theoremes 1.10 
et 1.12 permettent de conclure que X = J. 

□ 

Ce lemme ramene I’etnde locale en nn point regnlier dn fenilletage de son gronpoi'de 
de Galois a la comprehension des X-groupoides de Lie definis au-dessus du polydisque 
transverse et de leurs prolongements analytiques sur le polydisque de definition du feuil- 
letage. En particulier pour les feuilletages de codimension un, le groupoide de Galois sera 
decrit par des X-groupo'ides de Lie au-dessus d’un disque. 


3. Groupoides de Galois et Suites de Godbillon-Vey 

Dans ce paragraphe, XL designe le fenilletage holomorphe singnlier donne par nne 1- 
forme lo integrable (ui A du = 0) sur un polydisque A dans C". On pourra supposer que 
le lieu singulier de u est de codimension deux. 

Definition 3.1 ([G-V]). Une suite de Godbillon-Vey pour u est une suite de 1-formes 
meromorphes cui, a; 2 , • • •, u^ ... telles que : 
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duj = u /\u}i 
duji = OJ /\Ul2 


duifi Ul A UJyi-\-\ ~\~ I —1 ^ ^ ^ ^n—k+l 


Elle sera dite de longueur I si uii = Q pour i > i, de longueur 1 si il existe F mero- 
morphe et un entier k tels que d{F^/^ui) = 0. 


On remarquera que les suites de longueur 1 sont des suites de longueur 2 particulieres 
correspondant a cui = La fonction multivaluee F^/^ est appelee facteur integrant de 
la forme ui. Sur A une telle suite existe toujours grace a I’algorithme de Godbillon-Vey. 
Par contre I’existence d’une suite de longueur finie pour u n’est pas toujours assuree. La 
longueur minimale des suites, mais pas la suite elle-meme, ne depend que du feuilletage 
Nous ne nous interesserons qu’aux suites de Godbillon-Vey de longueur inferieur 
ou egale a trois. Pour un etude des suites de longueur superieure, on pourra consulter 
[CLLPT], Les feuilletages de codimension un admettant une suite de Godbillon-Vey de 
longueur inferieure ou egale a trois sont caracterises par leur groupoi'de de Galois : 


Theoreme 3.2. Le feuilletage admet une suite de Godbillon-Vey de longueur I avee 
i < 3 si et seulement si son groupoi'de de Galois est contenu dans un V-groupoi'de de Lie 
de rang transverse i. 


Preuve du theoreme 3.2 pour ^ = 1. - Si JF admet une suite de Godbillon-Vey de 
longueur 1, il existe F meromorphe et un entier k tels que d{F^/^uj) = 0. Soit P un 
diffeomorphisme local conservant le feuilletage, c’est-a-dire verifiant r*(cc;) = fruj pour 
une fonction /r- On a alors T*{F^^^uj) = F^AqP Considerons I’equation d’invariance 
de la forme fermee : 

T*{F^/^uj) = 

En prenant la puissance /c-ieme, nous obtenons I’equation a coefficients meromorphes : 

F = For /^. 

Geci est I’equation d’un "D-groupoide de Lie. En effet /r est un polynome en les derivees 
premieres de P a coefficients holomorphes en P et meromorphes en x. De plus I’egalite 

/rioFa = (/ri o r2)/r2 

permet de verifier les axiomes d’un "D-groupoide de Lie : 

Fo(r,or2)/*„r,-r 

= ((f O Ti /f. - F)/f J o Fj - (F o Fj /*, - F). 

Verifions que ce P-groupoi'de de Lie est admissible pour le feuilletage JF^. Notons Lx la 
derive de Lie par rapport a un champ X et pour un champ X preservant le feuilletage 
definissons fx par Lxoj = fx^- La P-algebre de Lie du groupoi'de d’invariance de la 
forme fermee a pour equation : 


LxF + kFfx = 0 
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obtenue en linearisant I’equation F = F oT /p. Pour tout champ X verifiant uj{X) = 0, 
on a 

d{F^/^uj){X ,.) = d{F^/^){X)u; + F^/^duj{X ,.) 

= (LxFVfc + 

= 

L’equation d{F^^^u) = 0 est equivalente au fait que tout champ de vecteur tangent au 
feuillatage verifie I’equation de la P-algebre de Lie. Par definition de Qal{Fuj), ce dernier 
est inclns dans le "D-gronpoide de Lie d’eqnations : 

A cu = 0 et o P/^. 

Cette eqnation etant d’ordre nn, son expression locale donne nne eqnation d’ordre nn 
qni correspond done a nn F-gronpoi'de de Lie de rang transverse nn. 

Reciproquement, supposons que T admette nn groupoi'de de Galois de rang transverse 
nn. Sur chaque carte de redressement de coordonnee transverse t, son equation, donnee 
par le (3) du theoreme 1.19 et le lemme 2.4, est celle du F-groupoide de Lie d’invariance 
de la forme meromorphe {^{t)dt)®^ ou 7 est une racine Fieme de 7 ?;. Par transitivite, 
cet entier k est independant de la carte locale. Les poles et les zeros des differentes 
formes locales 7 ®^ se recollent en nn ensemble analytiqne Z de codimension nn dans 
A — Sing{F). Dans chaqne carte de redressement dn fenilletage ne rencontrant pas Z, 
definissons le factenr integrant local par 


Hz,t) 


7(f) 

w{z, t) 


on w est defini en coordonnees par u = w{z,t)dt. 

Sur un autre ouvert muni de coordonnees redressantes {z, t) , considerons la forme 7 et 
le facteur integrant definis de maniere analogue. 

Des changements de coordonnees : 


7(f) (i) = C7(f) avec = 1 
et u;( 2 ',t)|f = w{z,t), 

on deduit que les facteurs integrants se recollent en dehors de Z a multiplication par 
une racine Fieme de I’unite pres. La function F = est bien definie et est meromorphe 
en dehors dn lien singnlier dn fenilletage. Celni-ci est de codimension denx et le theoreme 
de Hartogs assnre son prolongement meromorphe snr A. Tonte racine /c-ieme de cette 
function est nn factenr integrant et definit nne snite de Godbillon-Vey de longnenr nn 
ponr le fenilletage. 

□ 


Remarque 3.3. Si F n’a pas d’integrale premiere meromorphe, la forme F^/^oj est 
unique a multiplication par une constante pres. Les equations du V-groupoi'de que nous 
ohtenons sont independantes de la forme u initialement choisie. 
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Preuve du theoreme 3.2 pour £ = 2. - Supposons que JF admette une suite de 

Godbillon-Vey de longueur deux donnee par une forme a telle que du = uj/\a ei da = 
Soit {X,Y) = T{x,y) un germe de diffeomorphisme local preservant le feuilletage, c’est- 
a-dire verifiant : 


r*u = fru. 

Les egalites 

r*du = r*a; A F^o; = —frT*a A u 
dT*u = dfr A a; + frdu = {dfr — frcn) A u 

donnent la relation 

(r*Q; — a + -^) A a; = 0 
Jr 

entre les factenrs integrants a ponr u et F^o; ponr F^cu. II existe done nne fonction gr, 
determinee par F, ses derivees premieres et secondes, verifiant 

P* I dfr 

i a — a + —— = qyu. 

Jr 

On verifie que les coefficients gr satisfont 

5 'rior 2 = (fl'ri o r2)/r2 + fl'r2- 

Les transformations F telles que = 0 sont done solutions d’un P-groupoide de Lie 
d’ordre deux. Montrons que ce "D-groupoide est admissible. Plus precisement, montrons 
qu’il contient Qal{JFu}) si et seulement si la forme a est fermee. En reprenant les notations 
dn cas precedent, les eqnations linearisees le long de Fidentite de = 0 sont 


— fx^ et dfx + Lxa — 0. 


Prenons nn champ X tel qne u{X) = 0. On a alors : 

Lxu = d{u{X))+ du{X,.) 
= -a{X)u 

done dfx = —d{a{X)) 
et Lxa = d{a{X)) + da{X,.). 


Nous en deduisons que X est solution du systeme linearise si et seulement si da = 0. 
L’equation (^r = 0 etant d’ordre deux, le "D-groupoide de Lie admissible que nous venous 
de construire est de rang transverse deux. 

Reciproquement, supposons qu’il existe un "D-groupoide de Lie admissible de rang 
transverse deux. Nous allons utiliser I’expression locale de ce P-groupofde de Lie pour 
construire une integrale premiere a monodromie affine. Plagons nous sur un ouvert de 
redressement de coordonnees (t, z) du feuilletage. La forme u s’ecrit w{t, z)dt et les 
equations du "D-groupoide de Lie admissible, donnees par lemme 2.4 et le theoreme 1.19, 
sont de la forme : 


dT 

dz 


dT 

0 et y{t) = PiT)— + 


d'^T 

dT 

dt 


Quitte a le restreindre, supposons que cet ouvert soit simplement connexe et ne contienne 
pas de poles de /i. Considerons sur cet ouvert une integrale premiere H solution des 
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equations : 


dH 

dz 


0 et 


d^H 

~dW 

dH 

dt 


/i. 


Sur un ouvert analogue muni de coordonnees (t, i) nous construisons de meme une in- 
tegrale premiere H. Un calcul direct de changement de coordonnees dans les equations 
d’un P-groupo'ide de Lie sur un disque ([Cas2]) donne 


W) = 

dt 


Ainsi H verifie 

d'^H d'^H rj, dH 

dt^ ^ _df_^ I d^ ^ ~ 
dH dH fU ^ 

'dt 'dt dt 

d’ou 

afA d'^H 

dt^ — II — dt^ 

QH - U - ^ • 
dt dt 

Sur I’intersection des deux ouverts, que I’on suppose connexe, il existe done deux con- 
stantes a et & telles que H = aH + b. En prolongeant une solution locale par cette 
formule, on construit une integrale premiere H du feuilletage, en dehors du lieu des poles 

dH 

des differents u, multivaluee a monodromie affine. La fonction F = -^ verifie 

W 


d{Fwdt) = 0. 


La forme fermee a = ^ est univaluee en dehors des poles des differents p et verifie 
duj = CO A a. Sur une carte de redressement contenant des poles de p, la forme a = ^ se 
prolonge meromorphiquement. En effet, 


dF 



d'^H 

dA 

dH 

dt 


7 dW , , , 

dt -= a[t)dt 

w 


dw 

w 


ou les fonctions jj, ei w sont meromorphes sur chaque carte de redressement. Le lieu 
singulier du feuilletage etant de codimension au moins deux, la forme a se prolonge 
meromorphiquement au polydisque. □ 


Remarque 3.4. Les suites de Godbillon-Vey de longueur deux de la forme (ca,Q;) et 
{fod,a — y) sont equivalentes (voir [Sc] et [GojJ ; elles definissent la meme structure 
affine transverse en dehors de Z. S’il n’existe pas de facteur integrant meromorphe, la 
suite {uj,a) est unique a equivalence pres. L’equation du V-groupoide de Lie admissible 
de rang deux que nous obtenons est alors unique. 
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Preuve du theoreme 3.2 pour £ = 3. - Nous suivrons la meme strategie que dans les 
cas precedents. Supposons qu’il existe des formes meromorphes a ei j3 telles que : 

duj = oj /\ a 
da = u A P 
dp = a A p. 

Soit r un automorphisme local du feuilletage et /r le coefficient de proportionnalite 
qu’il definit. De la premiere equation de Godbillon-Vey, nous deduisons I’existence d’une 
fonction gr, determinee par F, ses derivees premieres et secondes, verifiant : 

P* I dfr 

f a — a + —— = gvoj. 

Jr 

De la deuxieme equation, nons dednisons les egalites : 

d{T*a) =ujA{fr T*p) 

df 

d{a - - —h gruj) = u A P + dgr A u + gr uj A a. 

Jr 

En faisant la difference, on obtient : 

(/r ^*P — P + dgr — grcn) Au = 0. 

II existe done une fonction hr dependant des derivees troisiemes de F telle que 

frT*p - p- gra + dgr = hruj. 


Nous en deduisons : 


/irior2 dr 2 + hr^ o F 2 (/r2)^ + 9ri ° r2 fi'r2 /r2 


d’ou : 

1 11 
^rior2 - 2^grior2f = - 2^gr2Y) + (^ri - ^(fi'ri)^) ° ^2 (/r2)^- 

L’equation hr — = 0 verifie les axiomes d’un P-groupoi'de d’ordre trois. Montrons 

qne ce P-gronpoi'de contient QapJF^P) si et senlement si la troisieme eqnation de la snite 
de Godbillon-Vey est verifiee. La "D-algebre de Lie de ce P-gronpoi'de de Lie a ponr 
equation : 

fxP + LxP — gxOi + dgx = 0 

on gxoj = dfx + Lxa. Soit X tel qne oj{X) = 0. Comme dans le prenve precedente, on 
8l fx = —a{X). Nons dednisons 

gxoo = -d{a{X)) + d{a{X)) + da{X ,.) = -p{X)uj. 

Des egalites 

dp{X ,.) = LxP + d{gx) 
a A p{X ,.) = -fxP + gxa 

on obtient par difference Feqnation de la P-algebre de Lie sons la forme : 

{dp - a A p){X,.) = 0. 

La troisieme eqnation de la snite de Godbillon-Vey est done eqnivalente an fait qne tont 
champ tangent au feuilletage est solution de la "D-algebre de Lie du F>-groupoide de Lie 
que nous venous de construire. Ceci prouve Finclusion de Qal{JFuj) dans un "D-groupoide 
de Lie admissible de rang transverse trois. 
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Reciproquement, supposons que le feuilletage admette un "D-groupoide de Lie admis¬ 
sible de rang transverse trois. Sur un ouvert de redressement du feuilletage de coordon- 
nees (t,z), les equations du "D-groupoide de Lie admissible, donnees par lemme 2.4 et le 
theoreme 1.19, sont de la forme : 

dT fdT\‘^ 

^ = 0et.w = Ku(^j +s,(r) 


±T / 8 £ t \ 2 

on Stir) = 2-^—3 I est la schwartzienne de T par rapport a t. Nous allons nous 

at \ at J 

servir de u pour construire une integrale premiere du feuilletage H a monodromie projec¬ 
tive et un couple de formes meromorphes (a,/?) verifiant les equations de Godbillon-Vey. 
Nous pouvons toujours choisir une forme meromorphe a verifiant la premiere equation : 
il suffit de prendre un champ meromorphe X verifiant ot!{X) = 1 et de poser a = Lxoo. 
Plagons-nous sur un ouvert de redressement ne rencontrant pas le lieu des poles Z des 
differents u. Soit H une integrale premiere sur cet ouvert solution des equations : 


dH 

dz 


0 et StH = u(t). 


Soit H une integrale premiere construite de maniere analogue sur un ouvert de redresse¬ 
ment muni des coordonnees D’apres les changements de variables usuels sur les 

derivees Schwartziennes et sur les equations des P-groupoide de Lie [Cas2], nous avons 

s,h = s,h{^ +s,t 

et 

u(t) = V(t) + Sjt. 

Nous en deduisons que StH = StH et done que H se prolonge de maniere multivaluee 
sur le complementaire de Z avec une monodromie projective. A partir de cette integrale 
premiere, on construit la fonction F par dH = Fu d’ou : 

dF 

—— A Ct^ “h duj — 0. 

F 

Contrairement au cas precedent, la forme ^ n’est pas meromorphe. La forme 7 = ^ — 0 : 
verifie 7 = Gu pour une certaine fonction G. On a alors da = u A {dG — Ga). La forme 
f3 cherchee est de la forme : 

P = dG-Ga + Ku. 

En remplagant cette expression dans la troisieme equation de Godbillon-Vey, on obtient : 

{dK + GdG) Au + (G^ -I- 2K)u A a = 0. 

Posons K = — Ceci nous permet de construire la forme f3 a partir de a et G verifiant 
les equations de Godbillon-Vey. II nous reste a montrer sa meromorphie. En prenant une 
autre determination H = nous obtenons, a priori, une autre forme (3. En calculant 

cette forme, on a : 
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dH = Fu = 




F 

{cH+e)2^ 

f - ^TWTedH 
^ 2cF 
cH+e 

2cdF I 2c^F^uj 
cH+e (cH+e)'^ 

G^-mre 


= iG^u- 


(cll+e )2 


En remplagant dF par Fa + FGu, on verifie que P = p. La forme P est done nnivalnee 
snr les onverts de redressement ne rencontrant pas Z. Verifions qn’elle admet nn pro- 
longement meromorphe snr Z. Snr nne carte de redressement on ecrit u = w{t,z)dt et 
a = apt, z)dt + az{t, z)dz. Dans ces coordonnees F = d’ou : 


Gwdt = - ^-at'^dtF + a^) dz 


F ttz — 0 


-^Gdt - ^Gdz + - fe - 

w w w ^ \ otH 

+^94-^-«<))* 


= —atGdt 


UzGdz 


PG^oo = i 


1 ( dt,tH 
'2\atH 


1 / dt-w F 

2 \ w J 


~2^t + 


dt,tH 
dtH w 


En sommant les trois dernieres equations, apres simplification, on trouve : 

^ 1 / N , , / dtw \ If dtw \ ^ , 

w \ w J 2 \ w J 

On en deduit que la forme P est meromorphe en dehors du lieu singulier du feuilletage 
et se prolonge meromorphiquement a celui-ci. □ 

Remarque 3.5. Les suites de Godbillon-Vey de longueur trois de la forme {uj,a,P) et 
{fuj,a ~ ^ F 9^-1 jiP — dg F ga F sont equivalentes (voir [Sc] et [Gojj ; elles 

definissent la mime structure transverse projective en dehors de Z. Dans le cas oil le 
feuilletage n’admet pas de suite de Godbillon-Vey de longueur deux, la suite de longueur 
trois est unique a equivalence pres. Le V-groupoide de Lie obtenu est independant de la 
suite. 

Remarque 3.6. Au cours de la preuve de ce theoreme, nous avons donne les equations 
explicites d’un V-groupoi'de de Lie admissible pour le feuilletage ainsi que son expres¬ 
sion locale sur une transverse. Soit (t, z) des coordonnees de redressement. La forme u 
s’ecrit w(t, z)dt. L’expression locale du V-groupoi'de de Lie transverse est donnee par les 
formulas suivantes : 

(1) Soit {u, une suite de longueur un pour le feuilletage. Le V-groupoide de Lie 
transverse est Gi{fi) dvec : 

1 dF dw 
FV)dt = F —. 

k L w 
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(2) Soit {u, a) une suite de longueur deux pour le feuilletage. Le V-groupoi'de de Lie 
transverse est Q 2 {l) (ivee : 

, , , dw 

fi{t)dt = a -\ - . 

w 

(3) Soit {u,a,P) une suite de longueur trois pour le feuilletage. La forme a s’eerit 
atdt + a^dz. Le V-groupoi'de de Lie transverse est Gsiv) avee : 

u{t)dt = w/3-^d(— + at^--(— + at^dt. 

\ w J 2 \ w J 

Reeiproquement, ees memes formules permettent d’obtenir une suite de Godbillon- 
Vey explieite d partir des equations d’un V-groupoi'de de Lie admissible. 

4 . Groupoides de Galois et integrales premieres 

Rappelons les types de transcendances d’extensions du corps des fonctions meromor- 
phes sur un polydisque A de C”. 

Definitions 4.1. 

(1) l/ne extension difjerentielle du corps des fonctions meromorphes sera dite de type 
Darboux si elle est obtenue par une suite d’extensions qui sont soit algebriques 
soit du type K{G) D K avee dG = 7 , 7 etant une forme a eoeffieients dans K. 

(2) Une extension differentielle du eorps des fonetions meromorphes sera dite Liouvil- 
lienne si elle est obtenue par une suite d’extensions qui sont soit algebriques soit 
du type K{G) D K avee dG = G 71 + 70 , 71 et 70 etant des formes a eoeffieients 
dans K. 

(3) Une extension differentielle du corps des fonctions meromorphes sera dite de type 
Riccati si elle est obtenue par une suite d’extensions qui sont soit algebriques soit 
du type K{G) D K avee dG = —72 + G 71 + 70 , 72 , 7 i et 70 etant des formes a 
coefficients dans K. 

Theoreme 4.2. Soit V un germe de feuilletage de eodimension un de (C",0). Le feuil¬ 
letage T admet un integrate premiere meromorphe (resp. de type Darboux, Liouville ou 
Rieeati) si et seulement si T admet un V-groupoi'de de Lie admissible de rang transverse 
0 (resp. 1,2 ou 3). 

Nous allons commencer par prouver le cas non transitif (rang transverse 0). Les trois 
antres affirmations seront pronvees simnltanement par la snite. 

Lemme 4.3. Soient V un feuilletage de A de eodimension un eti I’ideal du groupoi'de 
de Galois de T. Si le groupoi'de de Galois n’est pas transitif alors I’ideal des equations 
d’ordre zero, Xq = Xfl de I’anneau C>j*(a)j ^st engendre par une unique equation. 

Preuve. - Plagons-nons an voisinage d’nn point regnlier dn fenilletage. D’apres la 
forme des eqnations locales dn X>-gronpoide de Lie (voir le lemme 2.4), et le fait qne sa V- 
algebre de Lie soit de rang transverse nnl, I’ideal X est engendre par nne eqnation d’ordre 
0 (voir le (4) dn theoreme 1.19). Ceci signifie qne I’ideal X est engendre an voisinage de 
tout point de I’identite {{x,x,id,0... ,0)\x ^ Sing{V)} dans J*(A) par une equation 
d’ordre zero. Nous allons etendre cette propriete a tout jet dont la source et le but en 
dehors d’un ensemble de codimension un. 
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En utilisant le theoreme d’involutivite generique pour les "D-groupoides de Lie (theoreme 
1.10) et le theoreme de Cartan-Kahler (1.9), il existe un sous-ensemble analytique Z de 
A et un entier i tels que par tout point a = (s(a),t(a),...) de solution de de 

source et but hors de Z passe une solution convergente de X^. Quitte a supposer £ assez 
grand, (p est solntion de X : en effet d’apres le theoreme 1.11, il existe nn entier I tel qne 
X£ engendre differentiablement X. 

Par composition a la sonrce, cette solntion donne nn isomorphisme d’nn voisinage 
de (t{a),t{a),id,0,...) snr nn voisinage de a dans I’espace des jets d’ordre i. Pnisqne 
(p est solution de X et que les zeros de Xi sont stables par composition en dehors de 
Z, cet isomorphisme se restreint en un isomorphisme local des espaces definis par Xg 
aux voisinages de ces memes points. Nous en deduisons qu’au voisinage de n’importe 
quel point au-dessus de source et but en dehors de X, X est engendre par une equation 
d’ordre 0. Le lien des zeros V de Xq est de codimension nn dans (A — X) x (A — X). 
De pins cet ensemble analytiqne V n’a pas de composante irrednctible inclnse dans 
(X X A) U (A X X). Dans le cas contraire il existerait nne fonction / holomorphe snr 
V nnlle snr le complementaire de la composante irrednctible et non nnlle snr celle-ci. 
Pnisqne le prodnit de cette fonction par nne eqnation de X est identiqnement nnl snr 
V, f serait une element de torsion de Oj*{a)/X pour une des deux projections. L’ideal 
X etant differentiel et reduit, on verifie que / doit etre identiquement nulle. Le lieu des 
zeros de I’ideal reduit Xq etant de codimension un, il est done engendre par une equation 
H (|Ei|). □ 

Une relation d’eqnivalence analytiqne snr A est la donnee d’nn ideal / de OaxA qui 
s’annule sur la diagonale, qui est stable par la symetrie par rapport a la diagonale et qui 
verifie la relation de transitivite suivante : 

prl^X C prl^X + ptI qX 

ou les pvij designent les trois projections naturelles de A x A x A sur A x A. 

Lemme 4.4. Sous les hypotheses du lemme 4-3, il existe un sous-ensemble analytique 
Z de A tel que I’ideal Xq = {H{x,y)) definisse une relation d’equivalence analytique sur 
A - X. 

Preuve. - L’ideal Xq etant forme des eqnations d’ordre zero de I’ideal X decrivant nn 
X-gronpoide de Lie, les proprietes de refiexivite et de symetrie sont verifiees. La stabilite 
par composition nons donne I’inclnsion de pr^ ^Xq dans I’ideal differentiablement engen¬ 
dre par prj 2 X 0 XprjgXo. Il nons fant verifier qn’il est inclns dans I’ideal algebriqnement 
engendre par prj[‘ 2 Xo + prl^Xo. Soit X, I’ensemble analytique en dehors duquel on a la 
stabilite par composition du X-groupoide de Lie (voir (3) de la definition 1.2). Plagons- 
nous sur (A — X) x (A — X) x (A — X) et considerons les equations prj 2 ^ = X[{x, y) et 
prl^H = H{x,z). Qnitte a angmenter X, les formes verticales ponr la premiere projec¬ 
tion : 

OH . , \ OH . , 

et ^—{x,z)dzi 

ne s’annnlent pas. On note X I’ideal differentiel engendre par {H{x,y), H{x, z)) dans 
dj{A^AxA) et Xfc les eqnations de X d’ordre inferienr on egal a k. Le fait qne ces formes 
soient non nulles et non colineaires nous permet d’utiliser une generalisation du theoreme 
des fonctions implicites (voir [To]) : pour tout zero {x,y,z) de {H{x,y), H{x, z)) dans 
(A — X) X (A — X) X (A — X), on pent trouver un zero de X au-dessus de celui-ci pour la 



FEUILLETAGES SINGULIERS DE CODIMENSION UN 


21 


projection Jfc(A —i>AxA) —i^AxAxA. Ceci signifie que Xfcn(9jQ(A^AxA) coincide avec 
I’ideal algebriquement engendre par H{x, y) et H{x, z) sur {A — Z) x {A — Z) x {A — Z) 
pour tout entier k. Les equations d’ordre zero appartenant a X sont done exactement 
celles de cet ideal. 

Pour i assez grand, X^ est un sous-groupo'ide de J|(A —X), done H{y,z) appartient aJg. 
D’apres ce qui precede H{y,z) appartient a I’ideal engendre algebriquement par H{x,y) 
et H{x,z). Nous avons done une relation d’equivalence en dehors de Z. □ 

Preuve du cas meromorphe du theoreme 4-^ On suppose que le groupoi'de de 
Galois est d’ordre 0. Soit H une equation de I’ideal Xq donnee par le lemme 4.3 et Z le 
sous ensemble analytique en dehors duquel on a la stabilite du X-groupoide de Lie par 
composition. Quitte a agrandir X, nous supposerons qu’il contient le lieu singulier du 
feuilletage. On note R le lieu des zeros de H dans (A x A) et R\a-z sa restriction sur 
(A — X) X (A — X). Montrons que le quotient de (A — X) par R\a-z est une surface de 
Riemann. 

Par transitivite, les classes d’equivalence pr 2 (prf^(p) fl R\a-z) sont constantes le long 
des feuilles du feuilletage. Les projections R\a-z sur A — X etant sans torsion, elles sont 
plates au-dessus d’une transverse en p an feuilletage. Par transitivite elles sont plates sur 
un ouvert contenant p. D’apres [Fr] elles sont ouvertes et en particulier le sature pour 
R\a-z d’un ouvert est un ouvert. 

Pour prouver la separabilite du quotient, on prend deux points p et q non equivalents. 
Soit T une transverse an feuilletage en p. Le point (4) du theoreme 1.19 nous assure 
que les classes d’equivalence de p et de g intersectent T en un nombre hni de points. On 
pent done separer ces deux ensembles par des ouverts dans T satures pour la relation 
d’equivalence restreinte a T. Les satures de ces ouverts donnent deux ouverts dans le 
quotient qui ne s’intersectent pas. Le quotient par R\a-z est un espace topologique 
separe. 

La construction d’un atlas holomorphe de cartes locales sur cet espace se fait de la 
maniere suivante. An voisinage U d’un point p de A —X, il existe une fonction holomorphe 
h constante sur les classes d’equivalence. On prolonge h sur le sature U = pr 2 (prj“^(f/) fl 
R\a-z) du voisinage par pr 2 *(prj(/i)|/{|^_ 2 ). Ceci nous dehnit une carte sur I’ouvert U du 
quotient. Soient {hi,Ui) et (/i 2 ,L 2 ) deux cartes d’intersection non vide. Les applications 
^iluTnPJ memes hypersurfaces de niveau. II existe une application 

holomorphe F telle que = F o /i 2 |p^piP 2 - Celle-ci dehnit un changement de carte 

holomorphe pour la variete quotient. 

On note alors S la surface de Riemann obtenue et tt : A — X —S' le passage an quotient. 
Montrons que quitte a rajouter des points a S', tt se prolonge a A — SingF. Si une 
composante irreductible de X est transverse an feuilletage, tt etant constante sur les 
feuilles, elle se prolonge a cette composante. Sinon, considerons une transverse T an 
feuilletage en un point p de cette composante. D’apres le (4) du theoreme 1.19, il existe 
une coordonnee source x sur T et but X sur T dans laquelle I’equation Fd sur T x T 
s’ecrive — x^ = t). Par construction de S', an voisinage de p le passage an quotient est 
donne par : 

TT : T — {p} S 

X I—> x^. 

Le quotient vr admet done un prolongement holomorphe sur X. 

Notons encore S I’image de ce prolongement. En ramenant une fonction meromorphe 
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de S sur A — SingT, on obtient une integrale premiere meromorphe qui se prolonge 
a A. Reciproquement si T admet une integrale premiere meromorphe, le groupoi'de 
d’invariance de celle-ci est un "D-groupoide de Lie admissible pour T d’ordre zero : voir 
I’exemple 1.3. □ 

Precisons maintenant la condition necessaire et suffisante sur I’equation d’ordre zero 
H du groupoi'de de Galois pour que le feuilletage admette une integrale premiere holo- 
morphe. 

Proposition 4.5. Lorsque le groupoi'de de Galois de T est non transitif d’equation H, 
le feuilletage admet une integrale premiere holomorphe si et seulement si iL(0, y) est non 
identiquement nulle. 

Preuve. - Si iL(0,r/) est non identiquement nulle, nous pouvons supposer que H est 
non identiquement nulle le long de I’axe des yn et appliquer le theoreme de preparation 
de Weierstrass afin d’ecrire : 

H{x, y)=y’f + ak-i{x, y)yl~^ + . .. + ao{x,y) 

on y = (r/i,..., r/n-i). Fixons deux points x ei y en dehors de Z tels que H{x, y) = 0. En 
utilisant la transitivite de la relation d’equivalence, H{x^ r/) = 0 implique qu’au voisinage 
de tout z G A — Z il existe une unite u(z) telle que H{x,z) = u{z)H{y, z). Grace aux 
normalisations de Weierstrass des polynomes H{x,z) et H{y,z) on obtient ao{x,z) = 
ao(y,'z) pour tout En particulier on a ao(a;, 0) = ao(r/, 0). Gette fonction est non 
constante. En effet par symetrie, il existe une unite v telle que H{x,y) = v{x,y)H{y,x) 
d’ou 

ao{x, 0) = H{x, 0) = v{x, 0)H{0, x) = v{x, 0){x^ + ...). 

Les feuilles de T etant incluses dans les classes d’equivalence de la relation d’equivalence 
donnee par H, la fonction holomorphe ao(a;, 0) est une integrale premiere du feuilletage. 
Reciproquement, si le feuilletage admet une integrale premiere holomorphe non constante 
h{x), I’equation h{x) — h{y) definit un P-groupo'ide de Lie contenant le groupo'ide de 
Galois du feuilletage. Les zeros de H{x, y) sont done inclus dans ceux de h{x) — h{y). En 
particulier pour a; = 0 ceci montre que H{0, y) est non identiquement nulle. □ 

Remarque 4.6. Cette preuve s’adapte au cas meromorphe, suivant les indications de B. 
Malgrange, en utilisant le theoreme de Weiertrass oil on considere les variables x comme 
paramHres. 

Les preuves des autres cas du theoreme 4.2 (rang transverse 1, 2 on 3) se deduisent 
du theoreme 3.2 et du theoreme ci-dessous : 

Theoreme 4.7. Un germe de feuilletage holomorphe singulier T de codimension un 
admet une integrale premiere de type Darboux (resp. Liouville ou Rieeati) si et seulement 
s’il admet une suite de Godbillon-Vey de longueur un (resp. deux ou trois). 

Preuve. - Le cas Liouvillien est du a M. Singer : [Si]. Sa generalisation au cas Riccati 
est faite dans [Caslj. Nous allons donner la preuve du cas Darboux. 

Supposons qu’il existe une integrale premiere H de type Darboux pour la forme on. On 
note K C Ki... C la suite des extensions du corps K, telle que H soit dans Kn. On 
supposera que cette suite est de longueur minimale parmi toutes les suites d’extensions 
de type Darboux necessaires a la construction d’une integrale premiere. 
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L’extension Kn-i C Kn ne peut pas etre algebrique. Dans le cas contraire, H serait 
algebrique sur K^-i. On note P{X) = + ap_iXP~^ ... + Oq son polynome minimal; 

H n’etant pas constante, il en serait de meme pour an moins un des Oj. On aurait 

0 = dP{H) ^uJ = Y^ Wdai A u 


d’ou par minimalite de P, dai A oo = 0. L’existence des integrales premieres ai dans 
Kn-i contredit la minimalite de la suite d’extensions. La derniere extension est done 
transcendante. 

Soit G telle que Kn = Kn-i{G) on dG = 7 est une forme a coefficients dans Kn-i. 
Lorsqu’on ecrit dP[ = Fu dans Kn, on peut supposer que le facteur integrant F est dans 
Kn-i- En effet, en ecrivant F = auG^ +... par division suivant les puissances croissantes 
de G et en calculant d{Fui), par transcendance de G on obtient d{akuj) = 0. On peut 
done considerer la suite de longueur minimale donnee par les Ki pour i inferieur a n —1 et 
Kn = Kn-i{H) avec dPd = akOJ. II existe done un facteur integrant pour oj dans I’avant- 
dernier corps de la suite d’extension donnant une integrate premiere de type Darboux. 

Si I’extension Kn-i de Kn -2 est purement transcendante, le meme raisonnement assure 
I’existence d’un facteur integrant pour u dans Kn- 2 , ce qui contredit la minimalite de la 
suite. L’extension Kn-i de Kn -2 est done algebrique. 

Soit F un facteur integrant de u dans E'n-i- H est algebrique sur Kn- 2 - On note 
Fi,..., Fp ses quantites conjuguees. Comme d{FiUi) = 0, on a 


d{F,...Fp) 

Fi-.-Fp 


Aon = pdu. 


Le produit F = Fi... Fp est un element non nul de Kn-2 dont une racine p-ieme V F est 
un facteur integrant pour 00. On construit done une nouvelle suite de longueur minimale 

en conservant les n — 2 premieres extensions et en remplagant Kn-i par Kn-2{^/F) et 

Kn par Kn-2{V^, H) avec dH = \/Fuj. Montrons que cette suite est de longueur deux, 
e’est-a-dire Kn-2 = Kq. 

Si I’extension Kn-2 de iLn-3 est algebrique, le raisonnement precedent permet de con- 
struire une fonction F dans Kn-z dont une racine est un facteur integrant pour u. On 
pourrait alors construire une suite de longueur n — 1 qui contredirait la minimalite de la 
suite. 

Si I’extension Kn-2 = Kn-z{G) est transcendante avec dG a coefficients dans Kn-z. 
On ecrit F = akG^{l + aiG~^ + ...). En faisant la division suivant les puissances decrois- 
santes, on a 


dF dttk , dG A 00 

A 00 = -Ao; + k —--h 

F ak G 


d{aiG ^ + ...) 
(1 + aiG-O..) 


A 00. 


Le dernier terme de la somme contient des puissances de G inferieures on egales a — 1 . 
Le deuxieme terme est de degre —1 en G. Par transcendance de G on en deduit que 
^ A uj = pduj. A partir du facteur integrant on construit une suite d’extensions de 
longueur n — 1 contenant une integrale premiere. Ceci contredit a nouveau la minimalite 
de la suite. 

On a obtenu une suite de longueur deux Kq d Ki C. K2 avec Ki = Kq{\/f) et 

K2 = Ki{H) on dH = </Fuj : il existe un element de K dont une racine est un facteur 
integrant pour 00. 
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Reciproquement, une suite de Godbillon-Vey de longueur un permet par ces formules 
de construire une integrale premiere de type Darboux pour ui. 

Ceci acheve la peuve du theoreme. □ 


5. Le groupoide de Galois d’un germe de feuilletage de (C^, 0) A 

SINGULARITE REDUITE 


Nous allons maintenant determiner les fenilletages snr nn bidisqne a singnlarite rednite 
dont le gronporde de Galois est de rang transverse fini en fonction des invariants de lenrs 
classes analytiques. 

Definition 5.1. Un feuilletage T de (C^, 0) sera dit d singnlarite rednite si il existe une 
forme u definissant T dont la partie lineaire s ’eerit dans de bonnes eoordonnees : 

(1) Xixdy + \2ydx, (Ai, A 2 ) G C* X C*, ^ ^ Q<07 

(2) ydx. 


La terminologie employee renvoie an theoreme de rednction de Seidenberg [Se] : ces 
singnlarites sont les pins simples qne Ton obtient apres eclatements. 

Les fenilletages de type (1) sont appeles des selles. Ils admettent deux courbes analy¬ 
tiques invariantes lisses et transverses dont les holonomies ont pour parties lineaires 
g-2i7rAi/A2 g-2*7rA2/Ai (-(gg feuilletages ont des comportements differents suivant les 
valeurs de Lorsque ^ n’est pas reel ou reel negatif non rationnel, on salt, d’apres 
Poincare, qne le fenilletage est analytiqnement linearisable. Lorsqne ^ est reel irra- 
tionnel, le fenilletage est formellement linearisable [II]. Lorsqne ^ est rationnel ces fenil¬ 
letages s’appellent selles resonnantes. Ils ne sont pins linearisables, mais admettent les 
formes normales formelles snivantes : 


p(l -I- (A — l){x'^y'^)^)ydx + q{l + \{x^y'^)^)xdy. 


Les axes de eoordonnees sont des conrbes invariantes ponr ces fenilletages. L’holonomie 
de la fenille a; = 0 calcnlee snr la transverse {y = l,x = t) est le diffeomorphisme 


_ -2i-np/q 


/ = e 


exp 


d 

p 


La classe de conjngaison analytiqne de cette holonomie est nn invariant complet de la 
classe analytiqne dn fenilletage. D’apres les resnltats de [M-R2], apres preparation dn 
fenilletage, il existe des normalisations analytiqnes hi snr des sectenrs Ui de la forme 
— I — e < arg((a;^r/'?)^) < | -|- e qni sont asymptotes a la normalisante formelle tangente 
a I’identite. Le cocycle {Ui fl Ui+i^hi+i o h~^)i induit un invariant complet de la classe 
analytiqne du feuilletage. 

Les feuilletages de type (2) sont appeles des noeud-cols. Ils ont pour formes normales 
formelles 

x^^^dy — y{l — \x^)dx 

d’holonomie / = exp(A^^^) calcnlee snr la transverse (r/ = 1, a; = t) a la separatrice 
forte a; = 0. D’apres les resnltats de [M-Rl], apres preparation dn fenilletage, il existe des 
normalisations analytiques hi sur des secteurs Ui de la forme —\ — e< arg(a;^) < ^ + e 
qui sont asymptotes a la normalisante formelle tangente a I’identite. Elies definissent un 
cocycle qui est un invariant complet de la classe analytiqne du feuilletage. 
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Dans le cas des selles resonnantes et des noeud-cols, les invariants de la classe de conju- 
gaison analytique de I’liolonomie de la separatrice forte sont donnes par les composantes 
transverses des invariants analytiques du feuilletage. 

Proposition 5.2. Soit f I’holonomie d’un feuilletage a singularite reduite T. Si f est 
solution d’un V-groupoi'de de Lie Q sur un disque transverse T alors il existe un T>- 
groupoide de Lie admissible pour T dont Vequation transverse au voisinage de T coincide 
avec celle de Q. 


Preuve. - Nous commengons par determiner la liste des P-groupoi'des de Lie de rang 
transverse superieur on egal a un admissible pour le noeud-col modele u = x‘^dy — ydx. 
Le facteur integrant F = determine un "D-groupoide de Lie de rang transverse un 
obtenu en ecrivant I’invariance de la forme fermee Fix : 

dY dX dy dx 

'V ~ ^ ~ ^ ~ Up' 

Considerons les cartes y ^ M<o et y ^ R>o- En choisissant deux determinations de logy, 
on les munit des coordonnees redressantes t = et z = y. Dans ces coordonnees, 

on verifie que les equations de ce P-groupoide de Lie s’ecrivent : 

dT _ I dT _ I 
^ ° ~ F' 

On retrouve la formule (1) de la remarque 3.6 qui donne sur la partie transverse le 
P-groupoi'de de Lie ^i(—|). 

Les "D-groupoides de Lie de rang transverse deux admissibles pour u sont obtenus 
d’apres le theoreme 3.2 a partir de toutes les formes fermees a verifiant du = u A a. 
Dans le cas du noeud-col, ces formes s’ecrivent 


a = 


dF 

~¥ 


cFu 


on c est un nombre complexe quelconque. Considerons les cartes y ^ M<o et y ^ K>o. 
Dans les coordonnees precedentes, u = w{z,t)dt. D’apres la formule (2) de la remarque 
3.6, I’equation transverse du "D-groupoide de Lie associe a la suite de Godbillon-Vey 
{u, a) est ^ 2 (y) avec iJ,{t)dt = a + ^. On verifie que les equations de ce P-groupoide de 
Lie s’ecrivent : 


dT ^ . c 2, 

^ = 0 et - -). 

Les P-groupoides de Lie de rang transverse trois sont obtenus en prenant toutes les 
formes a verifiant la premiere equation de Godbillon-Vey et en completant la suite par 
Lunique forme f3 satisfaisant les deux dernieres equations de Godbillon-Vey. On obtient 
les suites {u = x'^dy — ydx, a = ^ + cFu,f3 = F'^u). Dans les cartes de coordonnees 
(t, z) precedentes, d’apres la formule (3) de la remarque 3.6, I’equation transverse du 
P-groupoi'de de Lie definie par la suite {u,a,P) est ^ 3 (u) avec 


i'{t)dt = w(3 + d 



1 

2 


dtw 

w 



2 

dt 


on a; = w{z, t)dt et a 
de Lie s’ecrivent : 


atdt + Ozdz. On en deduit que les equations de ce "D-groupoide 


dT 

dz 


0 et 
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D’autre part, d’apres le debut de la section 6, les "D-groupoides de Lie sur le disque 
transverse contenant rholonomie exp(t^^) du noeud-col sont ^ 2 (—^ — f) et 

— et senlement cenx-ci. Ces denx listes etant identiqnes, nons avons montre la 
proposition ponr le noend-col x'^dy — ydx. Les antres formes normales de noend-cols, 
x^^^dy — y{l — \x^)dx, se ramenent an cas precedent par {x,y) h->• ( i-A^iogx ’ 
ramification {x,y) i—> {x^,y). Les formes normales de selles resonnantes se ramenent anx 
noend-cols par I’eclatement {x,y) h-> {xy,y) et la ramification {x,y) {x^,y^). Tons 

ces feuilletages admettant des facteurs integrants, on pent aussi deriver directement les 
equations des "D-groupoides de Lie admissibles pour un de ces feuilletages en considerant 
toutes les suites de Godbillon-Vey que Ton peut associer a ce feuilletage, a equivalence 
pres. 

Considerons nn noend-col dans la classe formelle de x^^^dy — y{l — \x^)dx dont 
I’holonomie n’est pins analytiqnement normalisable, et snpposons qne celle-ci soit soln- 
tion d’nn "D-gronpoide de Lie de rang trois Nons allons constrnire nn "D-gronpoide 

de Lie admissible ponr le fenilletage de rang transverse trois. On sait d’apres le theoreme 
1.23, que / est solution d’un "D-groupoide de Lie de rang trois si et seulement si sa 
forme normale formelle et ses invariants analytiques sont eux-memes solutions d’un V- 
groupo'ide de Lie de rang trois ^ 3 (u). Soit h la conjugante formelle entre / et sa forme 
normale. On a 

u = V o h{h'Y + Sh. 

Nons avons pronve ci-dessns qne ce "D-gronpoide de Lie se prolonge en nn P-gronpoide 
de Lie Q admissible ponr le fenilletage modele de rang transverse trois. 

Maintenant nons allons constrnire nn P-gronpoide de Lie admissible ponr le fenilletage 
initial a partir de Q. Qnitte a faire nne conjngaison analytiqne, on pent snpposer qne la 
separatrice forte du feuilletage a pour equation a; = 0. Le noeud-col est alors conjugue 
au-dessus des secteurs (—| — e < arg(a;^^) < | -|- e) a sa forme normale formelle par des 
normalisantes sectorielles hi, avec i variant dans Z/2/cZ, asymptotes a la normalisante 
formelle. On considere alors les P-gronpoi'des de Lie h*Q an-dessns de chaqne sectenr. 
Une fois que Ton s’est fixe les deux premieres formes {u, a) d’une suite de Godbillon-Vey 
de logueur trois pour le noeud-col, ce P-groupoide de Lie est la donnee d’une troisieme 
forme Pi satisfaisant les equations de Godbillon-Vey. Montrons que sur les intersections 
de deux de ces secteurs les deux formes Pi et /9i+i coincident. Puisque, d’apres [M-Rl], 
les composantes transverses de hi o sont les composantes du cocycle des invari¬ 
ants de rholonomie /, celui-ci etant solution de GsiV), Lautomorphisme du feuilletage 
modele hi o h~^i est solution de Q. Soit (t, z) des coordonnees redressantes an voisinage 
d’nn disqne {z = 0) transverse a la separatrice forte (t = 0). En ecrivant les eqnations 
des "D-groupoides de Lie correspondants aux triplets {uj,a,Pi) et (cu, a,/9j+i) (formules 
3.6) on obtient pour chacune des equations sur les secteurs transverses correspondant, 
^3(ui) et Gsii^i+i) avec 

Ui = Vohi{h[f + S{hi) 

on on designe par hi la composante transverse de la normalisante sectorielle hi. Gomme 
la composante transverse de hi o h~^^ est solution de u* = Vi+i, les fonctions Uj et 

Uj_|_i etant asymptotes a u, elles sont egales a cette derniere. La forme P est ainsi bien 
definie et meromorphe. 
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Les selles resonnantes se traitent exactement de la meme maniere : seuls les secteurs 
changent de formes et sont donnes par (—| — e < arg((a;^i/^)^) < | + e). 

La preuve dans le cas d’une holonomie unitaire est analogue. □ 

Proposition 5.3. Soit T un germe de feuilletage d singularite reduite. 

(1) JF admet un V-groupoi'de de Lie admissible de rang transverse un si et seulement 
son holonomie est analytiquement normalisable. 

(2) T admet un V-groupoi'de de Lie admissible de rang transverse deux si et seulement 
si son holonomie est unitaire. 

(3) T admet un V-groupoi'de de Lie admissible de rang transverse trois si et seulement 
si son holonomie est binaire. 

Preuve. - Soit V un feuilletage reduit admettant un P-groupoide de Lie de rang 
transverse fini. Celui-ci definit un P-groupoide de Lie de meme rang contenant I’holonomie 
par le lemme 2.4. Lorque I’holonomie est un diffeomorphisme resonnant, le theoreme 1.24 
nous assure qu’elle est normalisable, unitaire on binaire suivant la valeur du rang. Dans 
le cas des holonomies formellement linearisables, le theoreme 1.22 nous assure qu’elle est 
analytiquement linearisable. Pour la reciproque, considerons d’abord les feuilletages an¬ 
alytiquement linearisables on normalisables. II admettent toujours un facteur integrant 
et done un "D-groupoide de Lie admissible de rang transverse un. 

Considerons ensuite les selles resonnantes et les noeud-cols d’holonomie unitaire on 
binaire. Le "D-groupoide de Lie donne par le theoreme 1.24 s’etend grace a la proposition 
5.2 precedente en un "D-groupoide de Lie admissible pour le feuilletage de rang transverse 
deux on trois. □ 

Nous obtenons ainsi une nouvelle preuve de la caracterisation sur les invariants ana- 
lytiques des feuilletages a singularite reduite admettant une structure transverse affine 
meromorphe on une structure transverse projective meromorphe. 

Ces resultats out deja ete obtenus en utilisant d’autres techniques dans [B-T] pour le 
cas transversalement affine et [Tou2] dans le cas transversalement projectif. 

6. Groupoides de Galois et extensions fortement normales 

Dans cette section A4 a designe le corps des fonctions meromorphes sur le polydisque 
A de C”. Considerons I’espace Jfe(A —C) des jets d’ordre k d’applications submer- 
sives de A dans C (la notation * designe ici la propriete de submersivite). Le choix de 
coordonnees x sur A et H sur C nous permet d’identifier cet espace a un ouvert de 
A X C X|Q,|<fc C“ avec les coordonnees FT" naturellement associees an choix de x et de 
H. Ces espaces sont munis de I’anneau des equations aux derivees partielles d’ordre in- 
ferieur a /c, Oj*(a^c) = Oa[H, ..., H°‘...] et pour chaque derivation partielle ^ d’une 
derivation A : Oj*(a^C) ^ 

Definition 6 . 1 . Une V-variete dans J*{A —C) = lim Jl{A —> C) est donnee par un 
ideal J C A/*(A^C) = C1j*(a^C) differential et reduit tel que J fl Oa = 0. 

Definition 6 . 2 . Soit A un anneau differential sur M.a- Le speetre differential est I’ensem- 
ble Spec^''^^{A) des ideaux premiers et differentials de A. 
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Get ensemble pent etre muni d’une topologie appelee topologie de Zariski-Kolchin 
([Bu2], [Kov]). Nous allons etudier dans cette partie la P-variete des integrales premieres 
d’un germe de feuilletage T defini par des formes .. .ujq. Elle est donnee par le systeme 
d’equations aux derivees partielles dHiAuiA.. .Auiq = 0. Considerons I’anneau differentiel 

-^A A cui A ... A (Jq) 

on {dHi AuiA... AUq) est I’ideal differentiel reduit engendre par les composantes de ces 
{q + l)-formes pour i entre 1 et g, et notons son localise sur dHi A ... dHq ^ 0. 

L’ensemble S'pec^''^^Oj: represente I’ensemble des systemes d’equations aux derivees 
partielles compatibles avec le fait d’etre un systeme complet d’integrales premieres. La 
notion de reductibilite d’un systeme d’equations aux derivees partielles de Jules Drach 
([Drl]) correspond a la non trivialite du spectre differentiel. 

Definition 6.3 ([Bul],[Ko], [Kov]). Soil At a C /C une extension de degre de transeen- 
danee fini de eorps dijferentiels. Cette extension sera dite fortement normale si pour toute 
extension dijferentielle S de 1C et tout morphisme a : K, ^ 8 au-dessus de AJa 

(1) a laisse les constantes de fC invariantes, 

(2) a(/C) -8^ = 1C-8^ 

oil 8^ designe le eorps des eonstantes de 8 et le point designe le eompositum des eorps 
dans 8. 

D’apres la theorie de Kolchin (voir [Ko] et [Kov]), le groupe de Galois de ces extensions 
est un groupe algebrique. Ses sous-groupes algebriques sont en correspondance avec les 
extensions differentielles intermediaires. 

Le theoreme suivant confirme les resutats incomplets de J. Drach [Dr2] et s’inscrit dans 
“une theorie generate de la reductibilite des equations” esquissee par E. Vessiot [Vesl], 
[Ves2]. 

Theoreme 6.4. Soit un feuilletage de codimension un de (C'^jO). Les assertions 
suivantes sont equivalentes : 

(1) le groupoide de Galois de Aj G.st propre; 

(2) le speetre differentiel de Ojr est non trivial : Spec'^^C ^ |0} ; 

(3) il existe une integrale premiere de T dans une extension fortement normale fC de 

Ma. 

Nous demontrerons successivement les implications (3) ^ (2), (2) ^ (1) et (1) ^ (3) 
dans les lemmes suivants. Nous montrerons les deux premieres pour un feuilletage de 
codimension quelconque. 

Lemme 6.5. Soit T un feuilletage donne par q 1-formes. Si il existe q integrales pre¬ 
mieres fonetionnellement independantes dans une extension differentielle de At a de degre 
de transcendance fini alors le spectre differentiel de Oj: est non trivial. 

Preuve. - L’existence d’un systeme d’integrales premieres dans fC donne un mor¬ 
phisme differentiel au-dessus de AJa : 

Or-^IC 

induit par I’identification des coordonnees Hi avec les integrales premieres. Le noyau 
de ce morphisme est un ideal differentiel premier de Ojr et donne done un element de 
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iOjr). L’extension /C etant de degre de transcendance fini ce qui n’est pas le cas 
de OjF, le morphisme ne peut pas etre injectif. L’element obtenu dans Sped^'^^^{Oj:) est 
non trivial. □ 

Lemme 6.6. Soit un feuilletage donne par q 1-formes. Si le spectre differentiel de Oj^ 
est non trivial alors le groupoide de Galois de est propre. 

Preuve. - Soit nn ideal differentiel premier de contenant I’ideal dif¬ 

ferentiel donne par dHi A cui A ... ujq. Nous allons construire un P-groupoide de Lie dont 
les solutions sont les germes p tels que pour tout H = {Hi,..., Hg), H est solution de 
J si et seulement dv H o p est solution de J. Pour cela on considere Taction de Jp(A) 
sur Jp(A —O) par composition a la source : 

comp : J*(A ^ O) Xa J*(A) ^ J*(A ^ C''). 

Cette action se traduit sur les anneaux par Texistence d’une fleche comp* satisfaisant les 
diagrammes commutatifs suivant : 

- Tidentite 

C’jqA^C'J) -^ C’jqA^C'J) C'j*(A) 

l(gie* 

Oj*(A^C9) 


- la composition 

Oj*(A^cq- 

comp* 

Y 

Oj*(A^Ci) ®Oa C’jqA) 

Un germe de diffeomorphisme p : (A, a) (A, b) induit par prolongement un morphisme 
(p* des jets de J*{A C^) de source b sur ceux de source a par composition. Etant donne 
un ideal H de Oj* (a->C‘i), nous allons chercher a determiner les equations differentielles 
satisfaites par les germes ip tels que (p**{J ® C^) = {J ® C/,) (on note (p** le morphisme 
d’anneau induit par la transformation (p*). Considerons Tideal comp*^ dont les solutions 
sont Tensemble des couples {H, (p) tels que iL o est solution de J. Les solutions de 
comp*J + J ®1 sont les couples {H, (p) tels que H et H o<p soient solutions de H faut 
determiner le plus petit ideal X de Oj*(a) verifiant comp* J + J®l<Zj®l + l®XeTi 
dehors d’une hypersurface. Les solutions de X sont les p tels que si H est solution de H 
alors H o (p est solution de H- 

Nous allons determiner un systeme de generateurs de Tideal X. En Tabsence de torsion, 
nous noterons encore H Tideal engendre par H dans M.a®Oj*(a->c<i)- D’apres le theoreme 
de “noetherianite” 1.11, il existe un entier k tel que Tideal H soit differentiablement 
engendre, en tant qu’ideal reduit, par ses elements d’ordre inferieur a p. On note Hp la 
trace de Tideal H dans Tanneau des equations differentielles d’ordre inferieur on egale a 
p : Oj*(A^c<i)- 

Soit fi,...,fn un systeme generateur de Tideal Hp, qu’on supposera A^A-libre. On le 
complete en une base du A^A-espace vectoriel Jj,: /i, /m,... Puis on complete 

cette famille par des Ci, ..., e^, ... en une XdA-base de A4a ® C^j*(a^C'j)- Soit / G Ma ® 
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Oj*{A^c<i), nous noterons : 

comp*f = ^/ja^(/) + ^efc/3^(/), 

avec les a^{f) et P^{f) dans Ma ®c>a ^j*(A)- On considere alors I’ideal Xp de Ma ®c>a 
O j*(A) defini par les P^{f) pour / G J'p. Par construction cet ideal verifie deux proprietes 
import antes. 

(a) II est engendre par les I3^{fi) pour i = 1,... ,n. En effet, on a clairement /5^(/ + 
g) = /3^(/) + P^{g)- D’autre part comme 

comp*{fg) = ^ eeekf3‘^{f)f3^{g) mod Jp®l 

en ecrivant dans la base decrite au-dessus, on obtient que P^{fg) est une 
combinaison des a coefficients dans M.a- En particnlier, qnelqne soit 

/ dans Jp, P^{f) est dans I’ideal engendre par les P^{fi) ponr i = 1,... ,n. 

(b) En considerant la decomposition de comp* fi on remarqne qne, ponr tont p de 
J*(A) solution de Xp, si H est solution de Jp alors H o p esi aussi solution de 
jp. Reciproquement si pour toute solution H de Jp, H o ip esi encore solution de 
Jp alors, en utilisant I’independance des e^,, on a v? solution de Xp. Un jet p est 
solution de Xp si et seulement si p**Jp ® Ca C Jp®Cb- 

Verifions maintenant que cet ideal verifie les proprietes (1) et (3) d’un X-groupoide 
de Lie. L’inclusion de cet ideal dans I’ideal definissant I’identite se dednit dn diagramme 
commntatif de I’identite ci-dessns. D’antre part on a : 

{comp* ® l){comp*){f) = E 

ij 1,3 

+ E + E 

i,k k,l 

et 

(l®c*)(comp*)(/) = '^fiC*{J{f))+ ^eic*{p^{f)). 

En utilisant le second diagramme commutatif, on obtient les egalites 

k j 

qni pronvent la stabilite par composition. N’ayant pas de stabilite par I’inversion i, 
considerons I’ideal Xp + i*Xp. Par constrnction il est stable par inversion et reste contenn 
dans I’ideal de I’identite. Nons venons de pronver qn’nne partie de cet ideal est stable 
par composition. Ponr pronver qne I’antre partie best anssi on introdnit I’application ixi 
definie de J*{A) Xa J*{A) dans J*{A) Xa J*{A) par : 

((a^, y,---), {y, z ,...)) ^ {{z, r/,...), {y, x ,...)). 

Cette fieche induit un morphisme {ixi)* verifiant {ixi)*c* = c*i*. En I’appliquant a 
I’egalite donnant la stabilite par composition de Xp, on a : 

k j 

ce qni pronve la stabilite par composition de Xp + i*Xp. Qnitte a mnltiplier par les denom- 
inateurs des P\fj), I’idealXp + PXp est inclus dans C1 j*(a)- Nous venons de prouver qu’il 
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decrit un sous-groupoide de Lie de J*{A), la stabilite par composition n’etant verifiee 
qu’en dehors du lieu des zeros de ces denominateurs. Le theoreme de prolongement de 
B. Malgrange [Ma4] assure que I’ideal reduit qu’il engendre differentiablement donne un 
P-groupo'ide de Lie. 

Verifions que ce P-groupoi'de de Lie est admissible pour le feuilletage. Les automor- 
phismes locaux du feuilletage qui se factorisent en I’identite sur la transverse agissent 
comme I’identite sur done laissent invariants tons ses ideaux differentiels. Ils sont 
done tons solutions du "D-groupoide de Lie que nous venous de construire. 

Verifions enfin que ce "D-groupoide de Lie est propre. On choisit des coordonnees trans- 
verses t et des coordonnees tangentes 2 :. Les equations d’integrales premieres s’ecrivent 
localement = 0. Les equations supplementaires de I’ideal premier compatible sont 
done des equations que I’on peut supposer, quitte a effectuer les substitutions necessaires, 
uniquement en les derives des Hi par rapport aux tk- Get ideal ne peut etre invariant par 
n’importe quelle transformation en t : le "D-groupoide de Lie construit est done different 
de celui de tons les automorphismes du feuilletage. □ 

Lemme 6.7. Soit T un germe de feuilletage de eodimension un dont le groupoide de 
Galois est propre. II existe une integrate premiere de T dans une extension fortement 
normale de Af a- 

Preuve. - En codimension un le rang transverse d’un P-groupoi'de de Lie admissible 
propre est fini. La preuve de ce lemme se fait au cas par cas en discutant suivant le rang 
transverse du groupoide de Galois du feuilletage. On salt d’apres le theoreme 4.2 qu’il 
existe dans ces cas des integrates premieres particulieres. Ces integrates premieres vont 
nous donner des ideaux differentiels premiers particuliers de Oyr- Les corps des fractions 
des quotients de Ojr par ces ideaux nous donneront dans chaque cas une extension 
fortement normale contenant une integrate premiere. 

Les feuilletages meromorphiquement integrables. 

Lorsque le rang transverse est nul, le groupoide de Galois est non transitif et il existe 
une integrate premiere meromorphe. L’extension est Af a et le morphisme est celui qui a 
H associe une integrate premiere meromorphe. 

Les feuilletages Darboux-integrables. 

Lorsque le rang transverse est egal a un, rappelons comment on a construit une integrate 
premiere de type Darboux. Pour P G Aut{IF^), on note /r la fonction definie par r*ci; = 
fruj. On notera aussi u = '^Widxi dans des coordonnees fixees. Le groupoide de Galois 
d’un feuilletage Darboux-integrable est de la forme : 

r*ci; Aa; = 0etmor/p = m 

pour une fonction meromorphe m et un entier k. Le systeme defini par les equations : 

- m{x)uj^’^ = 0 

fournit un ideal differentiel premier H de O^f. Le corps des fractions K, du quotient OjrjJ 
est de degre de transcendance un. Pour prouver qu’il s’agit d’une extension fortement 
normale, prenons E une extension differentielle de Af a et et (J 2 deux plongements de 
/C dans E. Ges plongements sont completement determines par Hi = aiH et H 2 = (X 2 H, 
ou par abus de notation H designe aussi son image dans 1C. Les elements Hi et H 2 de E 
verifient tons les deux I’equation engendrant H. H existe done une racine /c-ieme de I’unite 
9 et une constante b deE telles que Hi = 6 H 2 +b. Ayant obtenu une expression rationnelle 
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de Hi en fonction de H 2 a coefficients dans les constantes de S, on a ai/C ■ = (T 2 /C ■ 

Le corps JC est done une extension fortement normale de de groupe de Galois les 
transformations x ^ 9x + b de \a droite affine. 


Les feuilletages Liouville-integrables. 

Lorsqne le rang transverse de est denx, il existe nne forme fermee a verifiant dui = 
u Aa. Le gronpoi'de de Galois d’nn tel fenilletage a ponr eqnations : 

dfr 

r*a; A ci; = 0 et r*Q; + —— = a. 

Jr 

On constrnit des integrales premieres partienlieres de ce fenilletage en resolvant sncces- 
sivement 

dF 

= a puis dH = Fix. 

Dans des coordonnees on ecrit ui = et a = Le systeme d’equations 

correspondant est : 


dH dH 
dxj ^ d^ 

Wi Wj 



m 

dxi 


dwj 

tti + pour 0 < f, j <n. 

Wi 


Ge systeme donne un ideal differentiel J de Op. Le corps des fractions du quotient K, est 
de degre de transcendance deux. Etant donnees deux solutions Hi et H 2 des equations 
ci-dessus dans une extension de AIa, on a iLi = aH 2 + h avec a et 6 deux constantes de 
I’extension. Le corps /C est done une extension fortement normale de Af a de groupe de 
Galois les transformations x ^ ax + h de\a droite affine. 


Les feuilletages Riccati-integrables. 

Lorsqne le rang transverse de est trois, ce fenilletage admet une suite de Godbillon- 
Vey de longueur trois : {on, a, (3). On constrnit des integrales premieres partienlieres en 
resolvant la suite d’equations : 

dG = + Ga + fd 

^ =Guj + a 
dH =Fu. 


Dans des coordonnees on ecrit ix = a = f3 = Le systeme 

d’equations aux derivees partielles correspondant est : 

dH 9H. 



A 

dxi 






dai 1 n 

+ te ■ 2 “' + ''• 


ai 


dwj 

dxi 


Wi 


Ces equations donnent un ideal differentiel J de Op. Le corps des fractions du quo¬ 
tient /C est de degre de transcendance trois. Etant donnees deux solutions Hi et H 2 des 
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equations ci-dessus dans une extension de Ma on a Hi = avec a, b, c, d quatre 

constantes de I’extension. Le corps /C est done une extension fortement normale de Ma 
de groupe de Galois les transformations homographiques de la droite projective. □ 
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